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1. část

Petr Nečesal
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úvod

Faktoriál p̌rirozeného č́ısla n n! := 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 2) · (n− 1) · n =
n∏
k=1

k

1! = 1 = 1
2! = 1 · 2 = 2
3! = 1 · 2 · 3 = 6
4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24
5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120
6! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 = 720
7! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 5 040
8! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 = 40 320
9! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 = 362 880
10! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 = 3 628 800
11! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 = 39 916 800
12! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 = 479 001 600
13! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 · 13 = 6 227 020 800
14! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 · 13 · 14 = 87 178 291 200

Tvrzeńı: Pro každé p̌rirozené č́ıslo n ≥ 2 plat́ı n! = n · (n− 1)!

Poznámka: Pokud definujeme 0! := 1, potom rekurentńı vztah n! = n · (n− 1)! plat́ı i pro n = 1.
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I 4.5! = ???

I 4.5! 6=
4! + 5!

2
= 72

I 4.5! 6= 4.5 · 3.5 · 2.5 · 1.5 = 59.0625

I 4.5! = 945
32

√
π

.
= 52.3428

I 4.5! = Γ(5.5)
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úvod

Binomický rozvoj a kombinačńı č́ısla

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
pro 0 ≤ k ≤ n

(a + b)4 = (a + b) · (a + b) · (a + b) · (a + b)

= aaaa +

baaa + abaa + aaba + aaab +

bbaa + baba + baab + abba + abab + aabb +

abbb + babb + bbab + bbba +

bbbb

= a4b0 + 4 a3b1 + 6 a2b2 + 4 a1b3 + a0b4

=
(
4
0

)
a4b0 +

(
4
1

)
a3b1 +

(
4
2

)
a2b2 +

(
4
3

)
a1b3 +

(
4
4

)
a0b4 =

4∑
k=0

(
4
k

)
a4−kbk

(a + b)5 = a5b0 + 5 a4b1 + 10 a3b2 + 10 a2b3 + 5 a1b4 + a0b5

=
(
5
0

)
a5b0 +

(
5
1

)
a4b1 +

(
5
2

)
a3b2 +

(
5
3

)
a2b3 +

(
5
4

)
a1b4 +

(
5
5

)
a0b5 =

5∑
k=0

(
5
k

)
a5−kbk

(a + b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk
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úvod

Binomický rozvoj a zobecněná kombinačńı č́ısla

(
n

k

)
=

Γ(n + 1)

Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)

(a+ b)4 = a4b0 + 4 a3b1 + 6 a2b2 + 4 a1b3 + a0b4 + 0 a−1b5 + 0 a−2b6 + · · ·

(a+ b)4.5 = (a+ b)
9
2 =

(√
a+ b

)9
= a

9
2 b0 + 4.5 a

7
2 b

2
2 + 7.875 a

5
2 b

4
2 + 6.5625 a

3
2 b

6
2 + 2.4609375 a

1
2 b

8
2 + 0.24609375 a−

1
2 b

10
2 + · · ·

(a+ b)4.9 = (a+ b)
49
10

= a
49
10 b0 + 4.9 a

39
10 b

10
10 + 9.555 a

29
10 b

20
10 + 9.2365 a

19
10 b

30
10 + 4.3873375 a

9
10 b

40
10 + 0.78972075 a−

1
10 b

50
10 + · · ·

(a+ b)5 = a5b0 + 5 a4b1 + 10 a3b2 + 10 a2b3 + 5 a1b4 + a0b5 + 0 a−1b6 + 0 a−2b7 + · · ·

(a+ b)n =

+∞∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk, kde n ∈ N a

(
n

k

)
=


n!

k!(n− k)!
pro 0 ≤ k ≤ n

0 pro k > n
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ukázkové úlohy

Funkcionálńı rovnice

Úloha 1. Najděte všechny funkce f : R→ R, pro které plat́ı ∀x ∈ R : 2f(−x) + x = 0
Řešeńı:
I dosazeńım (−x) za x máme ∀x ∈ R : 2f(−(−x))− x = 0

f(x) =
x

2

Úloha 2. Najděte všechny funkce f : R→ R, pro které plat́ı ∀x ∈ R : 2f(−x) + x = f(x)
Řešeńı:
I dosazeńım (−x) za x máme ∀x ∈ R : 2f(−(−x))− x = f(−x)

I odtud dosazeńım za f(−x) do původńı rovnice máme ∀x ∈ R : 2(2f(x)− x) + x = f(x)

4f(x)− x = f(x)

f(x) =
x

3

Úloha 3. Najděte všechny funkce f : R→ R, pro které plat́ı ∀x ∈ R : f(−x) + x = f(x)
Řešeńı:

I f(x) =
x

2
je řešeńı, f(x) = 1 +

x

2
je řešeńı, f(x) = g(x) +

x

2
je řešeńı, kde g : R→ R je sudá funkce
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ukázkové úlohy

Funkcionálńı rovnice

Úloha 4. Najděte všechny funkce f : R+ → R+, pro které plat́ı ∀x, y ∈ R+ : f(x2) = x+ f(y)−
y

f(y)

Řešeńı:

I dosazeńım x = y = 1 máme f(1) = 1 + f(1)−
1

f(1)
1

f(1)
= 1

f(1) = 1

I dosazeńım x = 1 máme

∀ y ∈ R+ : f(1) = 1 + f(y)−
y

f(y)

y

f(y)
= f(y)

y = (f(y))2

∀ y ∈ R+ :
√
y = f(y)

I provedeńım zkoušky snadno ově̌ŕıme, že funkce f(x) =
√
x, x ∈ R+, je řešeńım funkcionálńı rovnice

Funkcionálńı rovnice 05/04/2024 6 / 23



ukázkové úlohy

Funkcionálńı rovnice

Úloha 5. Najděte všechny funkce f : R→ R, pro které plat́ı ∀x, y ∈ R : f(x+ y)− f(x− y) = x · y
Řešeńı:

I dosazeńım x = 0 máme ∀ y ∈ R : f(y)− f(−y) = 0

f(y) = f(−y)

tedy f je sudá funkce

I dosazeńım y = x máme ∀x ∈ R : f(2x)− f(0) = x2

f(2x) = x2 + f(0)

f(2x) = x2 + c, c ∈ R

I odtud dosazeńım x
2

za x máme ∀x ∈ R : f(x) = x2

4
+ c

I provedeńım zkoušky ově̌ŕıme, že každá funkce f(x) = x2

4
+ c, c ∈ R, je řešeńım funkcionálńı rovnice

∀x, y ∈ R : f(x+ y)− f(x− y) = 1
4
(x+ y)2 + c− 1

4
(x− y)2 − c

= 1
4

(
x2 + 2xy + y2

)
− 1

4

(
x2 − 2xy + y2

)
= x · y
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ukázkové úlohy

Úloha 6. Najděte všechny funkce f : S → S, kde S := (−1,+∞), pro které plat́ı:

1 ∀x, y ∈ S : f(x+ f(y) + xf(y)) = y + f(x) + yf(x)

2
f(x)
x

je rostoućı funkce na intervalech (−1, 0) a (0,+∞)

Řešeńı:

I Zvolme libovolně x ∈ S, potom pro y = x máme f(x+ f(x) + xf(x)) = x+ f(x) + xf(x).
Tedy f(c) = c, kde c := x+ f(x) + xf(x).

I Pro y = x = c máme f(c+ f(c) + cf(c)) = c+ f(c) + cf(c)

f(c+ c+ c · c) = c+ c+ c · c

f(2c+ c2) = 2c+ c2

Tedy f(d) = d, kde d := 2c+ c2.

I Předpokládejme, že c > 0.

Potom d > 0 a f(c)
c

= 1 = f(d)
d

. Dále máme c < d, a tedy f(c)
c

< f(d)
d

, což je spor E.

I Předpokládejme, že c < 0.

Potom d < 0 a f(c)
c

= 1 = f(d)
d

. Dále máme d < c, a tedy f(d)
d

< f(c)
c

, což je spor E.

I Tedy nutně c = 0, a tedy x+ f(x) + xf(x) = 0, x+ (1 + x)f(x) = 0, f(x) = −
x

1 + x
= −1 +

1

x+ 1

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

c

d d = 2c+ c2

d = c
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ukázkové úlohy

Mezinárodńı matematická olympiáda (IMO)

I Prvńı mezinárodńı matematická olympiáda se konala v Rumunsku roku 1959.

I Úlohy jsou vyb́ırány z oblast́ı matematické analýzy, projektivńı geometrie, funkcionálńıch rovnic, teorie č́ısel atd.

I Předchoźı 6. úloha byla zǎrazena jako jedna z šesti úloh na IMO v Hong Kongu roku 1994.

I V tomto roce 1994 na IMO źıskala zlatou medaili Maryam Mirzakhani (́Irán).

I V roce 2014 Maryam Mirzakhani źıskala Fieldsovu medaili (dynamika a geometrie Riemannových ploch).

I Z deńıku The Guardian (13. srpna 2014):

Co byste poradila těm, ktěŕı by se chtěli dozvědět o matematice v́ıce – co to je, jaká je jej́ı role ve společnosti?

To je těžká otázka.
Nemysĺım si, že by se každý měl stát matematikem,
jsem ale p̌resvědčena, že mnoho student̊u v̊ubec nedává
matematice reálné šance.
Na sťredńı škole jsem po několik let měla v matematice
špatné výsledky, neměla jsem zájem o ńı p̌remýšlet.
V́ım, že bez nadšeńı může matematika vypadat nesmyslně
a chladně.
Krása matematiky se ukáže jen trpělivým následovńık̊um.

Secrets of the Surface - Official Trailer 2020
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice f(x + y) = f(x) + f(y) pro všechna x, y ∈ R

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

5

6

x

u u = f(x)

v1

v2

v1 + v2

v1 = (2, 4)
v2 = (6, 1)

v1 + v2 = (8, 5)
I f(2) = 4

f(6) = 1

f(8) = ?

I f(8) = f(2 + 6)

f(8) = f(2)+f(6)

f(8) = 4 + 1

f(8) = 5
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice f(x + y) = f(x) + f(y) pro všechna x, y ∈ R

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

x

u

u = f(x)

I
v1 = (8, 5)

v2 = (6, 1)

}
v1 + v2 = (14, 6)

I
v1 = (14, 6)

v2 = (6, 1)

}
v1 + v2 = (20, 7)

I
v1 = (2, 4)

v2 = (8, 5)

}
v1 + v2 = (10, 9)

I
v1 = (2, 4)

v2 = (10, 9)

}
v1 + v2 = (12, 13)

I
v1 = (2, 4)

v2 = (12, 13)

}
v1+v2 = (14, 17)

Funkcionálńı rovnice 05/04/2024 11 / 23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice f(x + y) = f(x) + f(y) pro všechna x, y ∈ R

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

x

u

u = f(x)
I

v1 = (8, 5)

v2 = (6, 1)

}
v1 + v2 = (14, 6)

I
v1 = (14, 6)

v2 = (6, 1)

}
v1 + v2 = (20, 7)

I
v1 = (2, 4)

v2 = (8, 5)

}
v1 + v2 = (10, 9)

I
v1 = (2, 4)

v2 = (10, 9)

}
v1 + v2 = (12, 13)

I
v1 = (2, 4)

v2 = (12, 13)

}
v1+v2 = (14, 17)
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Funkcionálńı rovnice 05/04/2024 11 / 23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice f(x + y) = f(x) + f(y) pro všechna x, y ∈ R
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)

Tvrzeńı 1: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ f je lichá

Důkaz:
Pro volbu x = y = 0 v (C1) máme

f(0) = f(0) + f(0)

0 = f(0) (1)

Pro volbu y = −x v (C1) máme

∀x ∈ R : f(x + (−x)) = f(x) + f(−x)

f(0) = f(x) + f(−x)

0 = f(x) + f(−x)

∀x ∈ R : −f(x) = f(−x) (2)

�
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)

Tvrzeńı 2: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ ∀ a ∈ R ∀n ∈ N : f(n · a) = n · f(a)

Důkaz( matematickou indukćı podle n ):
Zvolme libovolně a ∈ R.

Pro n = 1 máme f(1 · a) = 1 · f(a)

Předpokládejme, že pro nějaké n ∈ N plat́ı f(n · a) = n · f(a)

Pro volbu x = n · a a y = a v (C1) máme

f((n + 1) · a) = f(n · a + a) = f(n · a) + f(a)

= n · f(a) + f(a)

= (n + 1) · f(a)

�
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)

Tvrzeńı 2: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ ∀ a ∈ R ∀n ∈ N : f(n · a) = n · f(a)

x

u
u = f(x)

u =
f(a)
a
x ...
f(4a) = 4f(a)

f(3a) = 3f(a)

f(2a) = 2f(a)

f(a) = f(a)

f(0) = 0

f(−a) = −f(a)

f(−2a) = −2f(a)

f(−3a) = −3f(a)

f(−4a) = −4f(a)
...
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)

Tvrzeńı 3: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ ∀ a ∈ R ∀m ∈ Z : f(m · a) = m · f(a)

Důkaz:
V́ıme, že f je lichá, f(0) = 0 a plat́ı

∀ a ∈ R ∀n ∈ N : f(n · a) = n · f(a)

I Pro m > 0 máme m ∈ N, a tedy f(m · a) = m · f(a)

I Pro m = 0 máme f(m · a) = f(0) = 0 = m · f(a)

I Pro m < 0 máme (−m) ∈ N, a tedy

f(m · a) = f(−(−m) · a) = −f((−m) · a) = −(−m) · f(a) = m · f(a)

�
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)

Tvrzeńı 4: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ ∀ a ∈ R ∀ q ∈ Q : f(q · a) = q · f(a)

Důkaz:
V́ıme, že plat́ı ∀ a ∈ R ∀m ∈ Z : f(m · a) = m · f(a) (3)

Pro a =
b

n
a m = n, kde b ∈ R a n ∈ N, máme m · a = b a dále

∀ b ∈ R ∀n ∈ N : f(b) = n · f
(
b
n

)
1
n · f(b) = f

(
1
n · b

)
(4)

Pro q =
m

n
, kde m ∈ Z a n ∈ N, tak dostáváme

f(q · a) = f
(m
n
· a
)

= f
( 1

n
· ma︸︷︷︸

=b

)
=

1

n
· f( ma︸︷︷︸

=b

) =
m

n
· f(a) = q · f(a)

�
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)

Tvrzeńı 4: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ ∀ a ∈ R ∀ q ∈ Q : f(q · a) = q · f(a)

x

u
u = f(x)

u =
f(a)
a
x

I pro q = m, m ∈ Z

I pro q =
m

2
, m ∈ Z

I pro q =
m

4
, m ∈ Z

I pro q =
m

8
, m ∈ Z

I pro q =
m

16
, m ∈ Z

I pro q =
m

32
, m ∈ Z
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Tvrzeńı 4: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ ∀ a ∈ R ∀ q ∈ Q : f(q · a) = q · f(a)

x

u
u = f(x)

u =
f(a)
a
x

I pro q = m, m ∈ Z

I pro q =
m

2
, m ∈ Z

I pro q =
m

4
, m ∈ Z

I pro q =
m

8
, m ∈ Z

I pro q =
m

16
, m ∈ Z

I pro q =
m

32
, m ∈ Z
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Funkcionálńı rovnice 05/04/2024 16 / 23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)
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I Snadno ově̌ŕıme, že lineárńı funkce

f(x) = c · x, kde c ∈ R,

je řešeńım Cauchyovy rovnice (C1).

I Existuj́ı nějaká daľśı řešeńı?
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Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)

Tvrzeńı 4: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ ∀ a ∈ R ∀ q ∈ Q : f(q · a) = q · f(a)
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Tvrzeńı 4: f je řešeńım Cauchyovy rovnice =⇒ ∀ a ∈ R ∀ q ∈ Q : f(q · a) = q · f(a)

-6 -4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

-4

-2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

x

u u = f(x)

I f(2.5) = 4, f(6) = 1

I f(m1 · 6) = m1 · f(6), m1 ∈ Z

I f(m2 · 2.5) = m2 · f(2.5), m2 ∈ Z

I f(q1 · 6 + q2 · 2.5) = q1 · f(6) + q2 · f(2.5)

kde

q1 = m1, q2 = m2

q1 =
m1

2
, q2 =

m2

2

q1 =
m1

4
, q2 =

m2

4

q1 =
m1

8
, q2 =

m2

8

q1 =
m1

16
, q2 =

m2

16

q1 =
m1

32
, q2 =

m2

32
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Funkcionálńı rovnice 05/04/2024 17 / 23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)
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I p̌redpokládejme, že plat́ı

q1 · 6 + q2 · e = q3 · 6 + q4 · e
(q1 − q3) · 6︸ ︷︷ ︸

racionálńı č́ıslo

= (q4 − q2) · e︸ ︷︷ ︸
iracionálńı č́ıslo

pro q4 6= q2

I potom tedy nutně q4 = q2 a q1 = q3
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice ∀x, y ∈ R : f(x + y) = f(x) + f(y) (C1)

Tvrzeńı 5: f je řešeńım (C1) a grafem f neńı p̌ŕımka =⇒
{

libovolně bĺızko každého bodu v rovině
existuje nějaký bod grafu funkce f

Důsledek 1: f je řešeńım (C1) a je shora omezená na intervalu =⇒ grafem f je p̌ŕımka

Důkaz (sporem): p̌repodkládejme, že

I f je shora omezená na nějakém intervalu I = (a, b)

∃M ∈ R ∀x ∈ (a, b) : f(x) ≤M
I f je řešeńım (C1) a grafem f neńı p̌ŕımka

dále označme x̂ :=
a+ b

2
û := M + b− a r :=

b− a
4

a máme

I v kruhu se sťredem v bodě (x̂, û) a s poloměrem r
neńı žádný bod grafu funkce f

I libovolně bĺızko bodu (x̂, û) existuje
bod grafu funkce f

 Espor
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{
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existuje nějaký bod grafu funkce f

Důsledek 1: f je řešeńım (C1) a je shora omezená na intervalu =⇒ grafem f je p̌ŕımka

Důsledek 2: f je řešeńım (C1) a je zdola omezená na intervalu =⇒ grafem f je p̌ŕımka

Důsledek 3: f je řešeńım (C1) a je monotónńı na intervalu =⇒ grafem f je p̌ŕımka
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Tvrzeńı 5: f je řešeńım (C1) a grafem f neńı p̌ŕımka =⇒
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existuje nějaký bod grafu funkce f
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Důkaz:

I p̌redpokládejme, že f je nerostoućı na nějakém intervalu I = (a, b)

∀x1, x2 ∈ (a, b) : x1 < x2 =⇒ f(x1) ≥ f(x2)

I potom f je shora omezená na libovolném intervalu 〈c, d〉 ⊂ (a, b), nebot’

∀x ∈ 〈c, d〉 : f(c) ≥ f(x)

I d́ıky Důsledku 1 tak máme, že grafem funkce f je p̌ŕımka
�
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Důsledek 4: f je řešeńım (C1) a je spojitá v bodě x0 ∈ R =⇒ grafem f je p̌ŕımka

Důkaz:

I BÚNO p̌redpokládejme, že f je spojitá v bodě 0

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : −δ < x < δ =⇒ f(0)− ε < f(x) < f(0) + ε

I pro ε = 1 tak máme ∃ δ > 0 : −δ < x < δ =⇒ f(0)− 1 < f(x) < f(0) + 1

I tedy f je shora (i zdola) omezená na intervalu (−δ, δ)

I d́ıky Důsledku 1 tak máme, že grafem funkce f je p̌ŕımka �
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Důkaz:

I BÚNO p̌redpokládejme, že f je spojitá v bodě 0

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : −δ < x < δ =⇒ f(0)− ε < f(x) < f(0) + ε

I pro ε = 1 tak máme ∃ δ > 0 : −δ < x < δ =⇒ f(0)− 1 < f(x) < f(0) + 1

I tedy f je shora (i zdola) omezená na intervalu (−δ, δ)

I d́ıky Důsledku 1 tak máme, že grafem funkce f je p̌ŕımka �
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závěr

Cauchyovy rovnice

Přepodkládejme, že pro f : R→ R
plat́ı

I ∀x, y ∈ R :

f(x+ y) = f(x) + f(y), (C1)

I f(1) = a, kde a ∈ R,

I f je spojitá v bodě 1.

Potom f(x) = a · x, x ∈ R.

x

u

0 1

a

f

Přepodkládejme, že pro f : R→ R
plat́ı

I ∀x, y ∈ R :

f(x+ y) = f(x) · f(y), (C2)

I f(1) = a, kde a > 0,

I f je spojitá v bodě 1.

Potom f(x) = ax, x ∈ R.

x

u

1

a

f

0

1

Přepodkládejme, že pro f : R+ → R
plat́ı

I ∀x, y ∈ R+ :

f(x · y) = f(x) + f(y), (C3)

I f(a) = 1, kde a > 0, a 6= 1,

I f je spojitá v bodě a.

Potom f(x) = loga x, x ∈ R+.

x

u

a0 1

1
f
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2. část
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úvod

Faktoriál p̌rirozeného č́ısla n n! := 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 2) · (n− 1) · n =
n∏
k=1

k

1! = 1 = 1
2! = 1 · 2 = 2
3! = 1 · 2 · 3 = 6
4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24
5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120
6! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 = 720
7! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 5 040
8! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 = 40 320
9! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 = 362 880
10! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 = 3 628 800
11! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 = 39 916 800
12! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 = 479 001 600
13! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 · 13 = 6 227 020 800
14! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 · 13 · 14 = 87 178 291 200

Tvrzeńı: Pro každé p̌rirozené č́ıslo n ≥ 2 plat́ı n! = n · (n− 1)!

Poznámka: Pokud definujeme 0! := 1, potom rekurentńı vztah n! = n · (n− 1)! plat́ı i pro n = 1.

I 4.5! = ???
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rozšǐrováńı faktoriálu

Rozšǐrováńı n-faktoriálu

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1
2

6

24

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1
2

6

24

x

y

y = F (x)

I pro 0 ≤ x < 1 definujme

F (x) := 1

a požadujme splněńı funkcionálńı rovnice

F (x) = x · F (x− 1) pro x ≥ 1

I pro 1 ≤ x < 2 máme

F (x) = x · F (x− 1)
= x · 1

I pro 2 ≤ x < 3 máme

F (x) = x · F (x− 1)
= x · (x− 1) · F (x− 2)
= x · (x− 1) · 1

I pro 3 ≤ x < 4 máme

F (x) = x · F (x− 1)
= x · (x− 1) · F (x− 2)
= x · (x− 1) · (x− 2) · F (x− 3)
= x · (x− 1) · (x− 2) · 1

I pro n ≤ x < n+ 1, n ∈ N, máme

F (x) = x · (x− 1) · · · (x− n+ 1) · F (x− n)
= x · (x− 1) · · · (x− n+ 1) · 1
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rozšǐrováńı faktoriálu

Rozšǐrováńı n-faktoriálu

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1
2

6

24

x

y

y = F (x)

I pro 0 ≤ x < 1 definujme

F (x) := 1

a požadujme splněńı funkcionálńı rovnice

F (x) = x · F (x− 1) pro x 6= 0

I dosad́ıme (x+ 1) za x

F (x+ 1) = (x+ 1) · F (x) pro x 6= −1

a vyjáďŕıme

F (x) = 1
x+1
· F (x+ 1) pro x 6= −1

I pro −1 < x < 0 máme

F (x) = 1
x+1
· F (x+ 1) = 1

x+1
· 1

I pro −2 < x < −1 máme

F (x) = 1
x+1
· F (x+ 1) = 1

x+1
· 1
x+2
· 1

I pro −3 < x < −2 máme

F (x) = 1
x+1
· F (x+ 1) = 1

x+1
· 1
x+2
· 1
x+3
· 1

I pro −n < x < −n+ 1, n ∈ N, máme

F (x) = 1
x+1
· 1
x+2
· · · 1

x+n
· 1
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rozšǐrováńı faktoriálu

Rozšǐrováńı n-faktoriálu

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1
2

6

24

x

y

y = F (x)

I pro 0 ≤ x < 1 definujme

F (x) := 1, F (−1) :=∞,

a požadujme splněńı funkcionálńı rovnice

F (x) = x · F (x− 1) pro x 6= 0

I pro n ≤ x < n+ 1, n ∈ N, máme

F (x) = x · (x− 1) · · · (x− n+ 1) · 1

a také n = bxc a tedy pro x ≥ 1 máme

F (x) = x · (x− 1) · · · (x− bxc+ 1) · 1

I a pro −n < x < −n+ 1, n ∈ N, máme

F (x) = 1
x+1
· 1
x+2
· · · 1

x+n
· 1

a také n = −bxc a pro x < 0 máme

F (x) = 1
x+1
· 1
x+2
· · · 1

x−bxc · 1

I celkem tedy máme

F (x) =


x · (x− 1) · · · (x− bxc+ 1) · 1 pro x ≥ 1

1

x+ 1
·

1

x+ 2
· · ·

1

x− bxc
· 1 pro x < 0
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rozšǐrováńı faktoriálu

Rozšǐrováńı n-faktoriálu

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1
2

6

24

x

y

y = F (x)

y = Γ(x+ 1)

I pro 0 ≤ x < 1 definujme

F (x) := 1, F (−1) :=∞,

a požadujme splněńı funkcionálńı rovnice

F (x) = x · F (x− 1) pro x 6= 0

I porovnáńı s Gamma funkćı Γ

y = |F (x)− Γ(x+ 1)|

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

x

y

I celkem tedy máme

F (x) =


x · (x− 1) · · · (x− bxc+ 1) · 1 pro x ≥ 1

1

x+ 1
·

1

x+ 2
· · ·

1

x− bxc
· 1 pro x < 0
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Rozšǐrováńı n-faktoriálu
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Rozšǐrováńı n-faktoriálu
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rozšǐrováńı faktoriálu
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rozšǐrováńı faktoriálu

Postup rozšǐrováńı n-faktoriálu

I Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na množině M .

I Tvrzeńı 1: funkce f je konvexńı na intervalu (a, b) =⇒ funkce f je spojitá na (a, b).

I Tvrzeńı 2 (Youngova nerovnost)

I Tvrzeńı 3: funkce f je logaritmicky konvexńı na M =⇒ f je konvexńı na M .

I Tvrzeńı 4: Funkce f(n) = n! je logaritmicky konvexńı na N0.

I Tvrzeńı 5: Existuje právě jedna funkce F : (−1,+∞)→ (0,+∞), pro kterou plat́ı

1 F (0) = 1 a F (x) = x · F (x− 1) pro všechna x > 0,

2 F je logaritmicky konvexńı na (−1,+∞).

I Poznámka: Funkce F ve Tvrzeńı 5 je konvexńı na intervalu (−1,+∞),
a tedy i spojitá funkce na intervalu (−1,+∞).
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rozšǐrováńı faktoriálu

Definice: Funkce f je konvexńı na množině M ⊂ D(f), pokud pro všechna x1, x2, x3 ∈M taková,

že x1 < x2 < x3, plat́ı

f(x2) ≤
x3 − x2
x3 − x1

· f(x1) +
x2 − x1
x3 − x1

· f(x3)

x

y y = f(x)

α

x1 x2 x3

f(x1)

f(x2)

f(x3)

g(x2)

y = g(x)

I snadno ově̌ŕıme, že plat́ı

x3 − x2
x3 − x1

+
x2 − x1
x3 − x1

= 1

I upravme tedy nerovnost

f(x2) ≤
(

1−
x2 − x1
x3 − x1

)
· f(x1) +

x2 − x1
x3 − x1

· f(x3)

f(x2) ≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
· (x2 − x1) + f(x1) =: g(x2)

I směrnice sečny je tedy

tgα =
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
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rozšǐrováńı faktoriálu

Lemma: Mějme funkci f , která je konvexńı na množině M ⊂ D(f). Potom pro x1, x2, x3 ∈M taková,

že x1 < x2 < x3, plat́ı
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
≤
f(x3)− f(x2)

x3 − x2

x

y y = f(x)

x1 x2 x3

f(x1)

f(x2)

f(x3)

g(x2)

y = g(x)

Důkaz:

I upravme nerovnost

f(x2) ≤ g(x2)

f(x2) ≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
· (x2 − x1) + f(x1)

f(x2)− f(x1) ≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
· (x2 − x1)

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

I druhou nerovnost źıskáme úpravou nerovnosti

f(x2) ≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
· (x2 − x3) + f(x3) = g(x2)

�
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rozšǐrováńı faktoriálu

Tvrzeńı 1: funkce f je konvexńı na intervalu (a, b) ⇒ funkce f je spojitá na (a, b)

Důkaz:

I ukážeme, že f je spojitá v bodě x2 ∈ (a, b)

I stač́ı ukázat, že lim
x→x2

f(x) = f(x2), tedy že

f(x)→ f(x2) pro x→ x2

I pro a < x1 < x2 < x < x3 < b máme

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤
f(x)− f(x2)

x− x2
≤
f(x3)− f(x2)

x3 − x2

I bod (x, f(x)) lež́ı nad modrou a pod zelenou p̌ŕımkou

S1,2 · (x− x2) + f(x2)︸ ︷︷ ︸
−→ f(x2)

≤ f(x) ≤ S2,3 · (x− x2) + f(x2)︸ ︷︷ ︸
−→ f(x2)

�
x

y
y = f(x)

a bx2

f(x2)

x

f(x)

←−

↓

x1

f(x1)

x3

f(x3)
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rozšǐrováńı faktoriálu

Postup rozšǐrováńı n-faktoriálu

I Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na množině M .

I Tvrzeńı 1: funkce f je konvexńı na intervalu (a, b) =⇒ funkce f je spojitá na (a, b).

I Tvrzeńı 2 (Youngova nerovnost)

I Tvrzeńı 3: funkce f je logaritmicky konvexńı na M =⇒ f je konvexńı na M .

I Tvrzeńı 4: Funkce f(n) = n! je logaritmicky konvexńı na N0.

I Tvrzeńı 5: Existuje právě jedna funkce F : (−1,+∞)→ (0,+∞), pro kterou plat́ı

1 F (0) = 1 a F (x) = x · F (x− 1) pro všechna x > 0,

2 F je logaritmicky konvexńı na (−1,+∞).

I Poznámka: Funkce F ve Tvrzeńı 5 je konvexńı na intervalu (−1,+∞),
a tedy i spojitá funkce na intervalu (−1,+∞).
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rozšǐrováńı faktoriálu

Youngova nerovnost

Tvrzeńı 2: Pro každé a, b ≥ 0 plat́ı aα · bβ ≤ α · a+ β · b, kde α, β ∈ 〈0, 1〉 a α+ β = 1.

Důkaz:

I Youngova nerovnost je triviálně splněna pro

a = 0 nebo b = 0 nebo α = 0 nebo β = 0

I p̌redpokládejme tedy, že a, b > 0 a α, β ∈ (0, 1)

I pro α = 1
2

máme β = 1
2

a Youngova nerovnost má tvar

A ·B ≤ 1
2
·A2 + 1

2
·B2

2AB ≤ A2 +B2

0 ≤ A2 − 2AB +A2

0 ≤ (A−B)2

William Henry Young (1863—1942)

[en.wikipedia.org]

x

y

A

B

α = 1
2

β = 1
2

y = x

1
2
·A2

1
2
·B2

x

y

A

B

α = 5
9

= 0.5

β = 4
9

= 0.4

y = f(x)

α ·A
1
α

β ·B
1
β

x

y

A

B

α = 5
11

= 0.45

β = 6
11

= 0.54

y = f(x)

α ·A
1
α

β ·B
1
β

x

y

A

B

α = 5
14

.
= 0.36

β = 9
14

.
= 0.64

y = f(x)

α ·A
1
α

β ·B
1
β
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rozšǐrováńı faktoriálu

Youngova nerovnost

Tvrzeńı 2: Pro každé a, b ≥ 0 plat́ı aα · bβ ≤ α · a+ β · b, kde α, β ∈ 〈0, 1〉 a α+ β = 1.

Důkaz:

I p̌redpokládejme tedy, že a, b > 0 a α, β ∈ (0, 1)

I označ A := aα a B := bβ

I potom Youngova nerovnost má tvar

A ·B ≤ α ·A
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α + β ·B

1
β

I pro α = 1
2

máme β = 1
2

a Youngova nerovnost má tvar

A ·B ≤ 1
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·A2 + 1

2
·B2

2AB ≤ A2 +B2
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4
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William Henry Young (1863—1942)
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rozšǐrováńı faktoriálu

Youngova nerovnost
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I označ A := aα a B := bβ

I potom Youngova nerovnost má tvar

A ·B ≤ α ·A
1
α + β ·B

1
β

I α ·A
1
α je obsah plochy pod grafem funkce

f(x) := x
1−α
α = x

β
1−β

I β ·B
1
β je obsah plochy nad grafem funkce f

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

William Henry Young (1863—1942)

[en.wikipedia.org]
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rozšǐrováńı faktoriálu

Youngova nerovnost
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I označ A := aα a B := bβ

I potom Youngova nerovnost má tvar
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Youngova nerovnost
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Důkaz:
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rozšǐrováńı faktoriálu

Tvrzeńı 3: funkce f je logaritmicky konvexńı na M ⇒ f je konvexńı na M

Důkaz:
I Předpokládáme, že funkce g(x) := ln f(x) je konvexńı na M . Tedy pro libovolné x1, x2, x3 ∈M takové,

že x1 < x2 < x3 máme

g(x2) ≤
x3 − x2
x3 − x1︸ ︷︷ ︸

=: α

· g(x1) +
x2 − x1
x3 − x1︸ ︷︷ ︸

=: β

· g(x3)

I Chceme ukázat, že f(x2) ≤ α · f(x1) + β · f(x3):

f(x2) = eln f(x2) = eg(x2) ≤ eα·g(x1)+β·g(x3)

= eα·g(x1) · eβ·g(x3)

= eα·ln f(x1) · eβ·ln f(x3)

=
(
f(x1)

)α · (f(x3))β ≤ α · f(x1) + β · f(x3)

�
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rozšǐrováńı faktoriálu

Postup rozšǐrováńı n-faktoriálu

I Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na množině M .

I Tvrzeńı 1: funkce f je konvexńı na intervalu (a, b) =⇒ funkce f je spojitá na (a, b).

I Tvrzeńı 2 (Youngova nerovnost)

I Tvrzeńı 3: funkce f je logaritmicky konvexńı na M =⇒ f je konvexńı na M .

I Tvrzeńı 4: Funkce f(n) = n! je logaritmicky konvexńı na N0.

I Tvrzeńı 5: Existuje právě jedna funkce F : (−1,+∞)→ (0,+∞), pro kterou plat́ı

1 F (0) = 1 a F (x) = x · F (x− 1) pro všechna x > 0,

2 F je logaritmicky konvexńı na (−1,+∞).

I Poznámka: Funkce F ve Tvrzeńı 5 je konvexńı na intervalu (−1,+∞),
a tedy i spojitá funkce na intervalu (−1,+∞).
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Tvrzeńı 4: Funkce f(n) = n! je logaritmicky konvexńı na N0.

Důkaz: Ukážeme, že funkce g(n) := ln(n!), n ∈ N0, je konvexńı. Pro libovolné i, j, k ∈ N0, kde i < j < k,
chceme ukázat

g(j) ≤
k − j
k − i · g(i) +

j − i
k − i · g(k)

ln(j!) ≤
k − j
k − i · ln(i!) +

j − i
k − i · ln(k!)

(k − i) · ln(j!) ≤ (k − j) · ln(i!) + (j − i) · ln(k!)

0 ≤ (k − j) · ln(i!)− (k − i) · ln(j!) + (j − i) · ln(k!)

0 ≤ i ·
(
ln(j!)− ln(k!)

)
+ j ·

(
ln(k!)− ln(i!)

)
+ k ·

(
ln(i!)− ln(j!)

)
0 ≤ i · ln j!

k!
+ j · ln k!

i!
+ k · ln i!

j!

− i · ln j!
k!
− k · ln i!

j!
≤ j · ln k!

i!

ln

(
k!

j!

)i
+ ln

(
j!

i!

)k
≤ ln

(
k!

i!

)j
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Tvrzeńı 4: Funkce f(n) = n! je logaritmicky konvexńı na N0.

Důkaz: Ukážeme, že funkce g(n) := ln(n!), n ∈ N0, je konvexńı. Pro libovolné i, j, k ∈ N0, kde i < j < k,
chceme ukázat

ln

(
k!

j!

)i
+ ln

(
j!

i!

)k
≤ ln

(
k!

i!

)j
ln

((
k!

j!

)i
·
(
j!

i!

)k)
≤ ln

(
k!

i!

)j
(
k!

j!

)i
·
(
j!

i!

)k
≤
(
k!

i!

)j
(
(j + 1) · · · k

)i · ((i+ 1) · · · j
)k ≤ ((i+ 1) · · · k

)j(
(j + 1) · · · k

)i · ((i+ 1) · · · j
)k ≤ ((i+ 1) · · · j

)j · ((j + 1) · · · k
)j(

(i+ 1) · · · j︸ ︷︷ ︸
(j − i) činitel̊u

)k−j ≤ ( (j + 1) · · · k︸ ︷︷ ︸
(k − j) činitel̊u

)j−i
(
(i+ 1) · · · j

)k−j ≤ (jj−i)k−j ≤ ((j + 1)k−j
)j−i ≤ ((j + 1) · · · k

)j−i
jk−i ≤ (j + 1)k−i

j ≤ j + 1 �
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rozšǐrováńı faktoriálu

Postup rozšǐrováńı n-faktoriálu

I Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na množině M .

I Tvrzeńı 1: funkce f je konvexńı na intervalu (a, b) =⇒ funkce f je spojitá na (a, b).

I Tvrzeńı 2 (Youngova nerovnost)

I Tvrzeńı 3: funkce f je logaritmicky konvexńı na M =⇒ f je konvexńı na M .

I Tvrzeńı 4: Funkce f(n) = n! je logaritmicky konvexńı na N0.

I Tvrzeńı 5: Existuje právě jedna funkce F : (−1,+∞)→ (0,+∞), pro kterou plat́ı

1 F (0) = 1 a F (x) = x · F (x− 1) pro všechna x > 0,

2 F je logaritmicky konvexńı na (−1,+∞).

I Poznámka: Funkce F ve Tvrzeńı 5 je konvexńı na intervalu (−1,+∞),
a tedy i spojitá funkce na intervalu (−1,+∞).
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rozšǐrováńı faktoriálu

Tvrzeńı 5: Existuje právě jedna funkce F : (−1,+∞)→ (0,+∞), pro kterou plat́ı

1 F (0) = 1 a F (x) = x · F (x− 1) pro všechna x > 0,

2 F je logaritmicky konvexńı na (−1,+∞).
Důkaz:
I označme G(x) := lnF (x) a máme

I G(0) = 0 a G(x) = lnx+G(x− 1) pro x > 0

I G je konvexńı na (−1,+∞)

I stač́ı ukázat jednoznačnost G na intervalu (0, 1)

I zvolme x ∈ (0, 1), potom pro každé n ∈ N máme
G(n)−G(n− 1)

1︸ ︷︷ ︸
= lnn

≤
G(n+ x)−G(n)

x
≤

G(n+ 1)−G(n)

1︸ ︷︷ ︸
= ln(n+ 1)

I dále upravme G(x+ n) = ln(x+ n) +G(x+ n− 1)

= ln(x+ n) + ln(x+ n− 1) +G(x+ n− 2)

= ln(x+ n) + ln(x+ n− 1) + ln(x+ n− 2) + · · ·+ ln(x+ 1) +G(x)

= ln ((x+ n) · (x+ n− 1) · (x+ n− 2) · · · (x+ 1)) +G(x)

I a tedy G(n) = ln (n · (n− 1) · (n− 2) · · · 1) +G(0) = lnn!

I celkem máme lnn ≤
G(x) + ln ((x+ n) · · · (x+ 1))− lnn!

x
≤ ln(n+ 1)

G

x

n− 1 n n+ x n+ 1
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Tvrzeńı 5: Existuje právě jedna funkce F : (−1,+∞)→ (0,+∞), pro kterou plat́ı

1 F (0) = 1 a F (x) = x · F (x− 1) pro všechna x > 0,

2 F je logaritmicky konvexńı na (−1,+∞).
Důkaz:
I označme G(x) := lnF (x) a máme

I G(0) = 0 a G(x) = lnx+G(x− 1) pro x > 0

I G je konvexńı na (−1,+∞)

I zat́ım máme
lnn ≤

G(x) + ln ((x+ n) · · · (x+ 1))− lnn!

x
≤ ln(n+ 1)

x lnn ≤ G(x) + ln ((x+ n) · · · (x+ 1))− lnn! ≤ x ln(n+ 1)

0 ≤ G(x) + ln
(x+ n) · · · (x+ 1)

n!
− x lnn ≤ x ln(n+ 1)− x lnn

0 ≤ G(x)− ln
n!

(x+ n) · · · (x+ 1)
− lnnx ≤ x ln

n+ 1

n

0 ≤ G(x)− ln
n! · nx

(x+ n) · · · (x+ 1)
≤ x ln

(
1 + 1

n

)
−−−−−−−−→
n→+∞

0

I a tedy

G(x) = lim
n→+∞

ln
n! · nx

(x+ n) · · · (x+ 1)
, F (x) = lim

n→+∞

n! · nx

(x+ n) · · · (x+ 1)
�

G

x

n− 1 n n+ x n+ 1

Funkcionálńı rovnice 05/04/2024 17 / 18



rozšǐrováńı faktoriálu

Tvrzeńı 5: Existuje právě jedna funkce F : (−1,+∞)→ (0,+∞), pro kterou plat́ı

1 F (0) = 1 a F (x) = x · F (x− 1) pro všechna x > 0,

2 F je logaritmicky konvexńı na (−1,+∞).

Poznámky:

I z důkazu Tvrzeńı 5 máme

F (x) = lim
n→+∞

n! · nx

(x+ n) · · · (x+ 1)

= lim
n→+∞

nx ·
1 · · · (n− 1) · n

(x+ 1) · · · (x+ n− 1) · (x+ n)

= lim
n→+∞

nx ·
1

x+ 1
· · ·

n− 1

x+ n− 1
·

n

x+ n

= lim
n→+∞

nx ·
n∏
k=1

k

x+ k

I pro x > −1 plat́ı

F (x) =

∫ +∞

0
tx · e−t dt

=

∫ 1

0
(− ln s)x ds = Γ(x+ 1)

I F (0.5) = lim
n→+∞

n0.5 ·
n∏
k=1

k

0.5 + k

= lim
n→+∞

√
n ·

1

0.5 + 1
·

2

0.5 + 2
· · ·

n

0.5 + n

=

√
π

2

.
= 0.8862269255

I pro n = 1 000 000 máme

n0.5 ·
n∏
k=1

k

0.5 + k

.
= 0.8862265931

I F (4.5) = lim
n→+∞

n4.5 ·
n∏
k=1

k

4.5 + k

=
945
√
π

32

.
= 52.34277778

Děkuji za pozornost!
https://home.zcu.cz/~pnecesal/2_718281828459045235360287

pnecesal@kma.zcu.cz
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