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tvod

n
Faktoridl pfirozeného ¢&isla n nl:=1.2-3-----(n—=2)-(n—1)-n= ][]k

1! =1
2! =1-
3! =1-
4! =1-
5! =1-
6! =1-
7! =1-
8! =1-
9! =1-
100 =1-
11! =1-
12! =1-
13! =

14! =1-
Tvrzeni:

Poznamka:

NDNDNNNDDNDNNDNDDNDNNDN

=120

=720

= 5040

= 40320

= 362880
-10 = 3628800
-10-11 = 39916 800
-10-11-12 = 479001 600
-10-11-12-13 = 6227020800
-10-11-12-13-14 = 87178291200

WWWWWWWwwwwww
I S
G GG G

e e =

R R IR PR

% 0 00 0 0B 0o 0o
©©oooo

Pro kazdé pfirozené &islo n>2  plati nl=n-(n—1)!

Pokud definujeme 0! :=1, potom rekurentni vztah n!=n-(n—1)! platiipron=1.
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tvod

n
Faktoridl pfirozeného ¢&isla n nl:=1.2-3-----(n—=2)-(n—1)-n= ][]k

k=1
1! =1 =1

2! =1-2 =2

3! =1-2-3 =6

4! =1-2-3-4 =24

5! =1-2-3-4-5 =120

6! =1-2-3-4-5-6 =720

7 =1-2-3-4-5-6-7 = 5040

8 =1-2-3-4-5-6-7-8 =40320 45 — 277

9! =1-2-3-4-5-6-7-8-9 = 362 88C

| =1.2-3-4-5-6-7-8-9- = 4! + 5!

100 =1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 = 36288 > 450 £ + -7

1! =1.-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11 =39916¢ 2

120 =1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12 =479001 . 451 £ 45.35.25-1.5 = 59.0625
13! =1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13 = 62270:

14! =1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14 =87178: >4.5!:93:% T = 52.3428

> ':

Tvrzeni:  Pro kazdé pfirozené &islo n>2  plati nl=n-(n 4.51 Iri5-5)
Poznamka: Pokud definujeme 0!:=1, potom rekurentni vztah n!=mn-(n—1)! platiipron =1.
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Binomicky rozvoj a kombinaéni &isla

(a+b)*

(a4 )5

avod

(a+0)-(a+Db)-(a+b)-(a+D)

aaaa + n
baaa + abaa + aaba + aaab + (a +0b)" Z
bbaa + baba + baab + abba + abab + aabb + k=0

abbb + babb + bbab + bbba +
bbbb

a*® + 4030 + 6a20% + 4403 + Ot
4
(3) a*bd + (?) a3l + (3) a’b? + (;) alb® + (i) A%t = Z (i) atkpk
k=0

a0 + 50 + 104302 + 10203 + 541 0* + 00°
5

(g)(15l)0 + (‘;’)(141)1 + (3)0,31)2 + (3)({2[)3 + (Z) a'b* + (g)aobs = Z (2)(157'%]c

k=0

Funkcionalni rovnice

05/04/2024
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tvod

Binomicky rozvoj a zobecnéna kombinacni ¢isla ") = w1y
’ : k) T(k+1)I(n—k+1)

(a+ b)4 = a® + 443 + 60202 + 40 03 + Ot

(a + b)4‘5 =(a+ b)% = (m)g

9.0 7. 2 5 4 3. 6 1 8 _1 10
a2b” 4+45a02b2 4+ 78750202 4+ 6.5625 01202 + 2.4609375 1202 + 0.24609375a 202 + ---

(a + b)4'9 =(a+ b)%

29

49 o EQ 10 20 19 30 9 40 — 1 50
=a100° +4.9010)10 49555 10H10 + 9.236510H10 + 4.3873375 10 H10 + 0.78972075 0 10510 4 ...

((1 + b)5 = a’p° +5 a*v! + 10 a3b2 + 100203 + 5atp? + a’v®

oo 71!
_ <k<
(a +b)" Z() kde neN a (Z): Mn—g) PoO0sksn

k= 0 prok >n

05/04/2024 4/
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ukazkové tdlohy

Funkcionalni rovnice

Uloha 1. Najd&te viechny funkce f : R — R, pro které plati
Regeni:
> dosazenim (—x) za * mdme

Uloha 2. Najd&te viechny funkce f : R — R, pro které plati
Reseni:
> dosazenim (—x) za * mdme

> odtud dosazenim za f(—=x) do piivodni rovnice mame

Uloha 3. Najd&te viechny funkce f : R — R, pro které plati
Regeni:

> fl@) =5

Ve eR: 2f(—z)+x=0
VeeR: 2f(—(—x))—z=0
f(f):§
VeeR: 2f(—z)+z = f(z)
VeeR: 2f(—(—x))—z=f(-=x)
Ve eR: 2(2f(z) —z)+z = f(z)
4f (@) —x = f(x)
f@)=3

VeeR: f(—z)+z=f(x)

05/04/2024

5)

T x
je feZeni, f(z) =1+ 3 je YeZeni, f(z) = g(x) + 3 je YeZeni, kde g : R — R je sudd funkce

23



Funkcionalni rovnice

Uloha 4. Najdéte vechny funkce f : R™ — R™, pro které plati

ey

eseni:

» dosazenim x =y = 1 mame

» dosazenim x = 1 mame

ukazkové tdlohy

VyeR":

VyeR":

» provedenim zkousky snadno ové&fime, Ze funkce

T T f@) =2 v
Vo,y e R : f(z%) =z + f(y) @)
F) =14 F(1) =
) B f()
O
fy=1
Yy
f(l)—lJrf(y)*m
vy _
m—f(y)
y=(f(v)?
Vy=1)
f(z) =z, =z €RT, je tefenim funkcionalni rovnice

05/04/2024 6
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ukazkové tdlohy

Funkcionalni rovnice
Uloha 5. Najd&te viechny funkce f : R — R, pro které plati Vez,yeR: flz+y)—flz—y)==z-y
Rezeni:

» dosazenim z = 0 mame VyeR: f(y)— f(—y)=0

tedy f je suda funkce
> dosazenim y = x méme Vz e€R: f(2z)— f(0)
f(2z) =2 + f(0)
f@r)=2"+¢, c€R
)=
)=

M)

x

> odtud dosazenim 3 za x mame VeeR: f(z)=% +c¢

2

T +c, c€R, jetelenim funkciondlni rovnice

> provedenim zkousky ov&Fime, Ze kazda funkce f(x
(@+y)+e—jl@-y’-c
(x +2my+y) 1(w 72xy+y)

Y

Vz,yeR: f(z+y) - flz—y) =

N

8

05/04/2024 7/23



ukazkové tdlohy

Uloha 6. Najdéte viechny funkce f : S — S, kde S := (—1,+00), pro které plati:
Va,yeS: fle+ fly) +2f(y) =y + f(@) +yf(z)
@ je rostouci funkce na intervalech (—1,0) a (0, 4+00)

Reseni:
> Zvolme libovoln& x € S, potom pro y=x mame f(z+ f(z)+zf(z)) =z + f(z) + zf(z).
Tedy f(c)=c¢, kde c:=z+ f(z)+xf(x). d d =9 + ¢
> Pro y=z=c mime flet f(e) +ef (@) = ¢+ () + ef(e)
fle+c+c-ec)=c+c+c-c ;: =
f@c+c?) =2¢c+ ¢ . ¢
Tedy f(d)=d, kde d:=2c+c2. R4
» P¥edpoklddejme, Ze ¢ > 0. 1o
Potom d>0 a f(cc) =1= @. Dile mdme ¢ <d, a tedy f(cc) < @, co? je spor n{
» P¥edpoklddejme, Ze ¢ < 0.
Potom d<0 a 2 —=1=19 Dileméme d<c, atedy @< o) co je spor -{

c d c

> Tedy nutné c=0, atedy z+ f(z)+zf(z)=0, z+(1+4+z)f(z)=0, f(ac):—1_~_m:—1—|—$+1

05/04/2024 8 /23



ukazkové tdlohy

Mezinarodni matematicka olympiada (IMO)

vVvyyvyVvyYyy

Prvni mezindrodni matematickad olympidda se konala v Rumunsku roku 1959.

Ulohy jsou vybirany z oblasti matematické analyzy, projektivni geometrie, funkcionalnich rovnic, teorie &isel atd.
P¥edchozi 6. tloha byla za¥azena jako jedna z 3esti tiloh na IMO v Hong Kongu roku 1994.

V tomto roce 1994 na IMO ziskala zlatou medaili Maryam Mirzakhani (irén).

V roce 2014 Maryam Mirzakhani ziskala Fieldsovu medaili (dynamika a geometrie Riemannovych ploch).

Z deniku The Guardian (13. srpna 2014):

Co byste poradila t&m, ktefi by se chtéli dozvédét o matematice vice — co to je, jaka je jeji role ve spole&nosti?
To je t&zk3 otazka.

o~ {
Nemyslim si, Ze by se kazdy mé&l stat matematikem, 3.210 7 4 C
jsem ale pfesv&dcena, Ze mnoho studentl viibec neddva ﬁ i

matematice realné Sance.

Na stfedni Skole jsem po nékolik let méla v matematice
$patné vysledky, neméla jsem zdjem o ni pfemyslet.

Vim, Ze bez nad¥eni miZe matematika vypadat nesmysIn&
a chladné.

Krdsa matematiky se ukdZe jen trp&livym nasledovnikim.

Secrets of the Surface - 0Official Trailer 2020

Funkcionalni rovnice 05/04/2024 9 /23


https://vimeo.com/ondemand/secretsmathfilm

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u u=f(z) o= (2,4)
d sl - =1
5+ f(6) =1
f@®) =7
o V1 + Vg
. > f(8)=/(2+0)
1 1(8) = f(2)+£(6)
f8)=4+1
i - f(®) =5
"2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

05/04/2024 10 / 23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u

B = f()

-
-
T

- N WA OO N o ©
T
L]

1 1 1 1 1
7 8 9 1011121314 1516 17 18 1920
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u

16 u = f(a:) vy (()'i 1)

-
-
T

= N W b OO N O ©

1 1 1 1 1
7 8 9 1011121314 1516 17 18 1920

Funkcionalni rovnice 05/04/2024 11 /23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u

-
-
T

= N W b OO N O ©
T

1 1 1 1 1
7 8 9 1011121314 1516 17 18 1920
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

U
170 vy = (8,5)

161~ u= f(z) g vy = (6,1) } oLt vz = (14,6)

U1 = <1'l())
121 vy = (6,1)

-
-
T

= N W b OO N O ©
T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
7 8 9 1011121314 1516 17 18 1920

Funkcionalni rovnice 05/04/2024 11 /23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

U
170 vy = (8,5)

o u=f) " wm=G } A

v, = (14,6)

12+ vy = (6,1)

-
-
T

- N WA o N o ©
T
L]

1 1 1 1 1
7 8 9 1011121314 1516 17 18 1920

+ L ]
| I B B
12 3 45 6
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u

17 , V1= (8,5) N (14.6)
- V1 TU2= ,
:g_ u = f() vg = (6,1)
14
i v = (14,6)
13 > ’ v, + vy = (20,7
12 ,02: (671) 1 2 ( )
1k
10} = (2,4
o » U < )
8l D) (8,5)
7+ °
61 °
51 °
4._
3_
2_
10 .
1 2 3 4 56 7 8 9 1011121314 15 16 17 18 19 20 T
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u

M » u =5 + vy = (14,6)
- U1 Vo2 = s
:g_ u = f(x) v = (6,1)
14
L v = (14 6)
13 > ’ v, + vy = (20,7
121 Vg = (671) ' ? ( )
1ME
1or v = (2,4
9+ > 1 ( -> } v1+02:(1079)
sl (5} (3,0
7+ °
6 )
5+ .
4._
3_
2_
1+ °
; é :Ia ;, é tls ; fls sla 1|0 1I1 1|2 1I3 1I4 1|5 1I6 1I7 1I8 1|9 2|0 T
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u

17+ , V1= (8,5) N (14.6)
= Uy — V2 = )
:g_ u = f() vg = (6,1)
14
i vy = (14,6)
13 > ’ v, + vy = (20,7
12+ ,02 — (671) 1 2 ( )
1M
10} v = (2,4
9F ° > 24 v1 + v2 = (10,9)
8 V2 = (8a5)
7+ °
6l ° > v = (2,4)
5r ¢ vs = (10,9)
4
3
2
1 °
' 2 5 4 56 7 8 910111213 14 15 16 17 18 19 20 T
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u

M » u =5 + vy = (14,6)
- V1 TU2= ,
:g_ u = f(x) v = (6,1)
14

L v = (14 6)
13 > ’ v, + vy = (20,7
121 Vg = (671) ' ? ( )
1
10} v = (2,4

of . » =D v1 + vy = (10,9)
8 U2 = (8a5)

7+ °

6 L ] v = (2—1)

> = (12,13

5r ® vy = (10,9) vt vz = (12,13)
4._

3_

2_

1k °

' 2 5 4 56 7 8 910111213 14 15 16 17 18 19 20 T
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice  f(x +y) = f(x) + f(y) pro viechna z,y € R

u

M » u =5 + vy = (14,6)

- V1 TU2= ,
:g_ u = f() vg = (6,1)
14+

L v; = (14,6)
13 (] > ’ v, + vy = (20,7
12+ 'UQ — (671) 1 2 ( )
11F
10} v = (2,4

9r . > (2,4) v1 + vy = (10,9)
8 V2 = (8a5)

7+ )

6 L ] v = (2,4)

> v +vy = (12,13

ol ’ v = (10,9) [ U102 = (213
3

2 > v = (24)

1 ° v = (12,13)

12 :Ia s é tls 7 fls sla 1|o 1I1 1I2 1I3 1I4 1|5 1I6 1I7 1I8 1|9 zlo x

05/04/2024 11 /23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice

flx+y)=flz)+ f(y)

pro viechna z,y € R

u
17} vy = (8,5)

L > v + vy = (14,6
fou=f@ wm= [ T
14|

i vy = (14,6)

13 (] > ’ v, + vy = (20,7
12 Vg = (671) ' ? ( )
1f
10| _

v = (2,4

9+ ) » v+ vy = 10,9
8l v2 = (8,5 } 1te: = (10.9)
7+ °
6 L ] v = (2,4)

> v +vy = (12,13

ol H v = (10,9) [ 2= 0219)
3_
2+ > = (14,17
1t . vy = (12,13) [ T2 ( )

1 2 3 4 56 7 8 9 1011121314 15 16 17 18 19 20 T
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Cauchyova rovnice

u

17
16
15
14
13
12
1"
10

©

= N W b OO N

u

()

flx+y) = f(z)+ fy)

Cauchyova rovnice

fspor

f(14) =17
F(14) =6

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

[ ]
1
6

1
7

1
8

1
9

10 11 1

1
21

1
314 15 16 17 18 19 20

>

(21

V2

(21

(%)

(%1

V2

(%1

V2

(21

V2

pro viechna z,y € R

05/04/2024
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice

Tvrzeni 1:  f je YeSenim Cauchyovy rovnice = =  f je licha

Diikaz:
Provolbu z=y=0 v (Cl) mdme

0= f(0
Pro volbu y=—2 v (C1l) mdme
VeeR: flz+ (—2)) =
f(0) =
0=
VeeR: —f(z) =

Vz,yeR: f(z+y)=f(z)+ f(y)

05/04/2024

(c1)

()
]
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Vz,yeR: flzx+y) = f(z)+ f(y)

Tvrzeni 2: f je feSenim Cauchyovy rovnice — Va€RVneN: f(n-a)=n- f(a)

Diikaz( matematickou indukci podle n ):
Zvolme libovolné a € R.

Pro n=1 mime fl-a)=1" f(a)
Ptedpokladejme, Ze pro n&jaké n € N plati f(n-a)=n-f(a)

Provolou z=n-a a y=a v (Cl)mime

H(n+1)0) = f(n-a+a) = f(n-a) + ()
n- f(a) + f(a)
= (n+1)- f(a)

05/04/2024
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice

Tvrzeni 2: f je fe¥enim Cauchyovy rovnice — Va€RVneN: f(n-

U
u= f(x) sl

3f(a)F
2f(a)
fla) .

Vz,yeR: f(z+y)=f(z)+ f(y)

a

a)=mn- f(a)
( ) o .
f(4a) = 4f(a)
f(3a) =3f(a)
f(2a) =2f(a)
fa) = f(a)

05/04/2024
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Ve,yeR: f(z+y) = flz)+ f(y) (c1)

Tvrzeni 3: [ je feSenim Cauchyovy rovnice = Va€RVmecZ: f(m-a)=m- f(a)

Dukaz:
Vime, Ze f je lichd, f(0) =0 a platf

VaeRVYneN: f(n-a)=n-f(a)

» Prom >0 mame m € N, a tedy f(m-a)=m- f(a)
> Pro m =0 mdme f(m-a)=f(0)=0=m- f(a)
» Prom < 0 mdme (—m) € N, a tedy

f(m-a) = f(=(=m)-a)

Il
|
“\h
=
|
&
Q
~—
1
|
N
&
k‘ﬁ
~—
2
1
3
g
Q
N—
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Ve,yeR: f(z+y) = flz)+ f(y)
Tvrzeni 3: f je feSenim Cauchyovy rovnice =— Va€RYVmecZ: f(m-a)=m- f(a)
_ t@
u= f(z) ,, 7u e
4f(a) . f(4a) = 4f(a)
3f(a) . f(3a) = 3f(a)
2f(a) F . f(2a) =2f(a)
fla)F ° f(a) = f(a)
—4a —3a —2a —a | | | | f(© =0
a 2a 3a da o
. ~f(a) f(=a) = —f(a)
° —2f(a) f(=2a) = —2f(a)
° ~3f(a) f(=3a) = —3f(a)
. _4f(a) f(—4a) = *4f(a)
05/04/2024
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Vz,yeR: flzx+y) = f(z)+ f(y)

Tvrzeni 4: f je feSenim Cauchyovy rovnice = Va€RVYq¢ecQ: f(¢-a)=q- f(a)

Dukaz:

Vime, Ze plati YVaeRYmeZ: f(m-a)=m- f(a)
b

Pro a=— a m=n, kdebeRanecN, médme m-a=0»> a ddle
n

VbeRVYneN: f(b)=n-f(L)

m
Pro g=—, kdeme&ZaneN, tak dostavame
n

05/04/2024
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Vaz,y eR: flz+y) = f(z)+ f(y)
Tvrzeni 4: f je feSenim Cauchyovy rovnice = Va€RVYq¢ecQ: f(¢-a)=q- f(a)
_ f(a)
U u = a x
U= f(ZL') 4f((t) - L]
35(a) L R > prog=m, meZ
2f(a) ]
fla)F ]
—4a —3a —2a —a
a 2a 3a da o
] —f(a)
] —2f(a)
° —3f(a)
. —4f(a)

05/04/2024 16 /
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Vez,yeR: fzr+y)=f(z)+ f(y) (c1)
Tvrzeni 4: f je feSenim Cauchyovy rovnice = Va€RVYq¢ecQ: f(¢-a)=q- f(a)
_ f(a)
u U=
= L
u f(lL') 4f(a) .
[ ]
3f(a) ]
i m
2f(a) ] > prog=— mecZ
° 2
fla) .
—4a —3a —2a —a 0
° a 2a 3a da o
. —f(a)
[ ]
o —2f(a)
o
) —3f(a)
L ]
° —4f(a)
[ J

05/04/2024 16 /



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Ve,yeR: fz+y) = f(x)+ f(y)
Tvrzeni 4: f je feSenim Cauchyovy rovnice = Va€RVYq¢ecQ: f(¢-a)=q- f(a)
_ f(a)
u U= = =T
= L
u=f(x) sl .
3f(a)
2f(a)F . ]
f@p--- @ m
—4a —3a —2a —-a o ? > prog= ™ €Z
° 1 a 2a da o
[ ] .
.® o —f(a)
. .® ° ~2f(a)
e o® —3f(a)
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Tvrzeni 4: f je feSenim Cauchyovy rovnice —
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Tvrzeni 4: f je feSenim Cauchyovy rovnice —
u u = f(z)

VaeRVqgeQ: f(g-a)=q- f(a)

> f(2.5) =4, f(6)=1
> f(m1-6)=my-f(6), mi€Z
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Cauchyova rovnice

Vz,yeR: f(z+y)=f(z)+ f(y)

— VaeRVqgeQ: flg-a)=q- fla)
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Tvrzeni 4: f je YeSenim Cauchyovy rovnice = VaeRVYqgeQ: f(q-a)=q- f(a)
u u = f(x)
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u u = f(z)

VRl e T e FRE =4 fE) =1
15« > f(m1-6)=m1-f(6), mi €Z
oL T ’ ] ) ) > f(ma-2.5) =my- f(2.5), m2€Z
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Tvrzeni 4: f je feSenim Cauchyovy rovnice =— Va€RVqgeQ: f(¢-a)=gq- f(a)

u

o u=T@

> fle)=4 f(6)=1
> f(mi-6)=my-f(6), mi€Z
> f(me-e)=ma-f(e) me€Z

> flg1-6+qg2- e)=q - f(6)+q-f(e)
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u = f(=)

> fle)=4, f6)=1
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R
S i
s S
L S L
L S
i S
S SRR R R
S S S S
e L \;%:‘K‘?%? o G
R s R S B
S G S e
S e e L
R S R S
S i S R
i i S S

S
R
R

-
R
T
R 2

S
S

R
S
S
S

i i
S i G = S
S S = s
S S L
2 S S
S S
A SEaa
S S S sanm
i R i S
: R 2 SR
SR R R S
R o R R R R S
S S S S
R 2 R s R
S i A
S S S
S S
S e S S i
S SE : G G
B G S s S
S S S i S
L S e S
S R e S
S \*‘*\@ e S
S e R ettt

o
o
o

s
i S
SRR S
S S
SR S
S S

S

Funkciondlni rovnice

v

flgr-6+q2- e)

kde

q1

my €7Z
flmz- e)=ma- f(e),
q1-f(6)+q2-f(e)

mo €7

mi
32

05/04/2024

(c1)

m2
32

17 / 23



Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Vz,yeR: flx+y) = f(z)+ f(y)

Tvrzeni 4: f je feSenim Cauchyovy rovnice =— Va€RVqgeQ: f(¢-a)=gq- f(a)

u u= f(a)

i

B B B At S R S
S S G
S S G
i SR S
Samaaaa T B
e i S S
s i S R S
S S
S S i
I B
S S
i = s S
o S
S S
e R R
SR e R
R S R
Ry R
S i ‘@«“ S S
= i S S
S
A S e
S S
S R : S
S s
S R
S S
R i S
ST i i
S o S
G i Sama
s A S G
S S Sl Ee
: S S S S
G G e L
S S 2 S
S R

S
f

S

i i
5 s
i S

R R S
e L : L
T S i S
S i R S S
e S S S s
G S s S S
R
e g
S o e S
S i e
i S S S
S S e
S S
S S
S S R

Funk

iondlni rovnice

v

v

v

f(mi-6)=my- f(6), mi€Z
f(mg-e):m2~f(e), mo €7
flg-6+q-e)=qi-f(6)+qg2-f(e)

> predpoklddejme, Ze plati
q1-6+q2-e = g3-6+qs-e
(g1 —g3)-6 (g4 —q2) - e
racionalni &islo iracionalni &islo
Pro q4 # q2
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> potom tedy nutné g4 =q2 a q1 =g¢3
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Cauchyova rovnice

Tvrzeni 5: f je feSenim (C1) a grafem f neni pfimka —- {

Vz,yeR: f(z+y)=f(z)+ f(y)

(c1)

libovolné blizko kazdého bodu v roviné
existuje n&jaky bod grafu funkce f

Disledek 1: f je feSenim (C1) a je shora omezend na intervalu = grafem f je p¥imka

Dikaz (sporem): prepodklidejme, Ze

> f je shora omezend na n&jakém intervalu I = (a,b)
IMeRVze(ab): flz) <M

> f je FeSenim (C1) a grafem f neni pfimka

a+b b

dale oznaéme L= — w:=M--+b—a ro=
a mame -
» v kruhu se sttedem v bodé& (i, 1) a s polomérem 7
neni zadny bod grafu funkce f
» libovolné blizko bodu (7. 1) existuje

bod grafu funkce f

wlr

M

u=f(2)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Cauchyova rovnice

Cauchyova rovnice Ve,yeR: f(z+y) = flz)+ f(y) (c1)

libovolné blizko kazdého bodu v roviné
existuje n&jaky bod grafu funkce f

Tvrzeni 5: f je feSenim (C1) a grafem f neni pfimka —- {
Disledek 1: f je feSenim (C1) a je shora omezend na intervalu = grafem f je p¥imka
Disledek 2: f je feSenim (C1) a je zdola omezend na intervalu = grafem f je pfimka
Dasledek 3: f je ¥YeSenim (C1) a je monotdnni na intervalu = grafem f je p¥imka
Dukaz:

> predpoklddejme, Ze f je nerostouci na n&jakém intervalu I = (a,b)

Vai,z2 € (a,b): x1<z2 = f(z1)> f(x2)

> potom f je shora omezend na libovolném intervalu {c,d) C (a,b), nebot
Va € {(c,d): f(c)> f(z)

» diky Dasledku 1 tak mame, Ze grafem funkce f je pfimka
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(c1)

Disledek 2: f je feSenim (C1) a je zdola omezend na intervalu = grafem f je pfimka

Dasledek 3: f je ¥YeSenim (C1) a je monotdnni na intervalu = grafem f je p¥imka
(c1)

Disledek 4: f je ¥eSenim (C1) a je spojitd v bodé g € R = grafem f je pfimka

Diikaz:
» BUNO predpoklddejme, Ze f je spojitd v bodé& 0
Ve>036>0: —-d<z<d = f(0)—e<f(z)<f(0)+e

> proe=1takmdme 36>0: —-d<z<d = f(0)—1<f(z)<f(0)+1
> tedy f je shora (i zdola) omezend na intervalu (=94, )
» diky Dasledku 1 tak mame, Ze grafem funkce f je pfimka |
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Cauchyovy rovnice

P¥epodklddejme, Ze pro f : R — R
plati

> Vr,yeR:
fl@+y) = f()+ fly),

> f(1) =a, kdea€R,
> f je spojitd v bodé& 1.

(c1)

zavér

P¥epodkliddejme, Ze pro f : R -+ R
plati

> Vz,yeR:
flx+y)=f(z) f(y)

> f(1)=a, kdea>0,
> f je spojitd v bodé& 1.

(c2)

Prepodkliddejme, Ye pro f : Rt — R
plati

> Vz,y € RT:
flz-y)=f(=)+ f(y), (C3)

> f(a)=1, kdea>0,a#1,
> f je spojita v bodé a.

Potom f(z)=a-z, x€R.

u

Potom z € R.

f(z) = a®,

u

Potom f(z) =log, =, x€RT.
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n
Faktoridl pfirozeného ¢&isla n nl:=1.2-3-----(n—=2)-(n—1)-n= ][]k

1! =1
2! =1-
3! =1-
4! =1-
5! =1-
6! =1-
7! =1-
8! =1-
9! =1-
100 =1-
11! =1-
12! =1-
13! =

14! =1-
Tvrzeni:

Poznamka:

NDNDNNDNDNDNNDNDDNDNNDN

=120

=720

= 5040

= 40320

= 362880
-10 = 3628800
-10-11 = 39916 800
-10-11-12 = 479001 600
-10-11-12-13 = 6227020800
-10-11-12-13-14 = 87178291200

WWWWWWWwwwwww
I S
S = s s

e e e N =
IR R PR

% o 00 0 o 0o 0o
©©ooooo

> 45! =777

Pro kazdé pfirozené &islo n >2 plati nl=n-(n—1)!

Pokud definujeme 0! :=1, potom rekurentni vztah n!=n-(n—1)! platiipron=1.
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Rozsifovani n-faktorialu

24

NN

rozsitovani faktorialu

-4

-3 -2 -1

pro 0 <z <1 definujme
F(z):=1

a poZadujme splnéni funkciondlni rovnice
Fz)=z -F(z—1) proxz >1

pro 1 <z <2 mame
Fz)=z -F(x—1)
=z-1
pro 2 <z <3 mame
F(z)=xz - F(zx—1)
=z -(x—1) - F(zx —2)
=z -(x—1)-1
pro 3 <z <4 mame
F(z)=z -F(z—1)
=z -(x—1) - F(zx —2)
=z-(x—1) - (x—2) - F(z — 3)
=z-(x—1)-(x—2)-1
pro n<zx<n+1, n€N, mime

Fz)=z-(x—1)---(x—n+1):- F(x —n)
=z-(z—1)-(z—mn+1)-1
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roz&ifovani faktorialu

> pro 0 <z <1 definujme
F(z):=1

Rozsifovani n-faktorialu

Y
1 | | 24~ a pozadujme splnéni funkcionalni rovnice
3 3 3 Fz)=z -F(zx—1) pro x # 0
| | | > dosadime (x+1) za z
} ! ! Flz+1)=(zx+1)-F(z) prox# —1
| | | a vyjadiime
(I F@) = Fe+1)  pows -1
| | | > pro —1 <z <0 mame
‘ | | A el F@)= 5 Fla+1)= 2 -1
1 | | | > pro —2<z < —1 mame
| | | | 2" Fz)= - Flz+1)=—.-21_.1
[‘ [‘ 1‘ 1‘ [ T z+1 T 4+l x42
_74 73 _? 71 T pro —3 < x < —2 mame
| | | | _ 1 _ 1 1 1
| I | | F(x)_THF(x—i_l)_erlmml
| | | | > pro —n<zx<-n+1, neN, mame
1 | | | -1 .1 .1
i I I I F(x) T z+l 42 T+n 1
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roz&ifovani faktorialu

> pro 0 <z <1 definujme
F(z):=1, F(-1):=o00,

Rozsifovani n-faktorialu

Yy
1 | | 24 a pozadujme splné&ni funkciondlni rovnice
: ! 1 F(z)=a-F(z—1) pro z # 0
1 1 | > pro n<x<n+1, néeN, mime
| : | Fz)=z-(z—1)---(x—n+1)-1
| 1 1 ataké n=|z] atedy pro z>1 mime
i | | Fx)=z-(x—1)---(x— x| +1)-1
| | | > apro -n<z<-n+1 néeN, mame
] | | | 6 _ 1 1 1
| | | | F@ = mwm !
3 3 3 3 oL ataké n=—|z| apro £ <0 mdme
| | | | I _ 1 1 1
s 2 z Fe)=sq 3 wwr !
| | | | > celkem tedy mame
| 1 1 1 z-(x—1)---(x—|z]+1)-1 proxz>1
\ | | | F(z) = 1 1 1
| ! ! ! . -1 proxz <0
] i 1 1 z+1 z4+2 z— |z
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Rozsifovani n-faktorialu

rozsitovani faktorialu

> pro 0 <z <1 definujme
F(z):=1, F(-1):=o00,

» porovnani s Gamma funkci T’

y=|F(z) —T(z+1)]

a pozadujme splnéni funkcionalni rovnice
Flz)=z -F(z—1) pro x # 0

> celkem tedy mame

F(z) =

z-(z—1)---(z—|z]+1)-1 prox>1

1 1 1
z+1 z4+2 z— |z

1 prox <0

05/04/2024
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rozsitovani faktorialu

wry s .. > 0< 1 definuj

Rozsifovani n-faktorialu protil S s = cennujme
F(z):=1, F(-1):=o00,

a pozadujme splnéni funkcionalni rovnice
Flz)=z -F(z—1) pro x # 0

» porovnani s Gamma funkci T’

y=|F(z) —T(z+1)]

> celkem tedy mame
z-(x—1)---(z—|z]+1)-F(x—|z]) proxz>1

F(z) = 1 1 1 o
x+1'a:+2."m7LxJ

-F(z — |z]) pro x < 0
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Rozsifovani n-faktorialu

rozsitovani faktorialu

> pro 0 <z <1 definujme
F(z):=142z(x—1), F(-1):=o00,
a pozadujme splnéni funkcionalni rovnice
Flz)=z -F(z—1) pro x # 0

» porovnani s Gamma funkci T’

y=|F(z) —T(z+1)]

> celkem tedy mame
z-(x—1)---(z—|z]+1)-F(x—|z]) proxz>1

F(z) = 1 1 1 o
x+1'a:+2."m7LxJ

-F(z — |z]) pro x < 0
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rozsitovani faktorialu

> pro 0 <z <1 definujme
F(z) :=14+05z(x—1), F(-1):=o00,
a pozadujme splnéni funkcionalni rovnice
Flz)=z -F(z—1) pro x # 0

Rozsifovani n-faktorialu

» porovnani s Gamma funkci T’

y=|F(z) —T(z+1)]

Yy
15
1.0
) ,-\_/\/\/
-4 -3 -2 -1 f 1 2 3 4 x

> celkem tedy mame
z-(x—1)---(z—|z]+1)-F(x—|z]) proxz>1

F(z) = 1 1 1 o
x+1'a:+2."m7LxJ

-F(z — |z]) pro x < 0
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rozsitovani faktorialu
Postup rozsifovani n-faktorialu

> Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na mnoZin& M.

> Tvrzeni 1: funkce f je konvexni na intervalu (a,b) = funkce f je spojitd na (a,b).

> Tvrzeni 2 (Youngova nerovnost)
> Tvrzeni 3: funkce f je logaritmicky konvexni na M = f je konvexni na M.
» Tvrzeni 4: Funkce f(n)=mn! je logaritmicky konvexni na Nj.
> Tvrzeni 5: Existuje pravé jedna funkce F' : (—1,4+00) — (0, +00), pro kterou plati
F0)=1 a F(z)=z F(x—1) pro viechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1,+00).
» Poznamka: Funkce F' ve Tvrzeni 5 je konvexni na intervalu (—1, +00),

a tedy i spojitd funkce na intervalu (=1, +00).
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rozsitovani faktorialu

Definice: Funkce f je konvexni na mnozing M C D(f), pokud pro viechna x1,x2,23 € M takova,

ze 11 < 1o < X3, plat|’
T3 — T2 T2 — T1
f@2) € —— fa) + —— f(x3)
3 —T1 T3 — T1
P snadno ové&fime, Ze plati
T3 —x2 X2 — T 1
T3 — T T3 —T1
» upravme tedy nerovnost
T2 — T T2 — 1
f($2)S<1—>'f(r1)+ - f(x3)
r3 — T1 xr3 —T1

f(z2) < fas) — ey, "

> smérnice se&ny je tedy

o flx3) — f(z1)

tga =
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roz&ifovani faktorialu
Lemma: Mg&jme funkci f, kterd je konvexni na mnozin& M C D(f). Potom pro z1, 2, x3 € M takova,

e < m <o plat flw2) = f@) _ fws) = f(o1) _ fos) = fo)

To — X1 - T3 — T - T3 — To

Dukaz:

P> upravme nerovnost

f(z2) < g(z2)
f(xs) — f(x1)

f(z2) < v — 11 (z2 —x1) + f(z1)
@) — flan) < %ﬂ“ (@2 — 21)

flw2) = f(w1) . flzs) — f(z1)

T2 — T T3 — T

» druhou nerovnost ziskdme lpravou nerovnosti

flz2) < flas) = Jla1), (22 —x3) + f(x3) = gla2)

3 — T1

Q F------
—

T2 T3 x

|
Funkcion3lni rovnice 05/04/2024 9 /18



roz&ifovani faktorialu

Tvrzeni 1: funkce f je konvexni na intervalu (a,b) = funkce f je spojitd na (a,b)

Diikaz:
Yy
> ukdZeme, Ze f je spojitd v bod€ x2 € (a,b)
> sta¥i ukdzat, Ze li}rn f(z) = f(z2), tedy Ze
T—To
f(x3)
flx) = f(xz2) pro x — a2
> pro a<zi<z2<zT<x3<b mMime I (@)
1
f@s) = f@) @)~ F(@a) _ f(ws) = f(2) f(z)
To — X1 - xr — x2 - T3 — X2 f(l'l)
—1
> bod (=, f(x)) lezi nad modrou a pod zelenou p¥imkou
S1,2(x—x2)+ f(x2) < f(z) < S23-(x—x2)+ f(x2)
/
— f(=z2) — f(x2)
| |

Funkcionalni rovnice

x1

T2

—

3

05/04/2024
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rozsitovani faktorialu
Postup rozsifovani n-faktorialu

> Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na mnoZin& M.

> Tvrzeni 1: funkce f je konvexni na intervalu (a,b) = funkce f je spojitd na (a,b).

> Tvrzeni 2 (Youngova nerovnost)
> Tvrzeni 3: funkce f je logaritmicky konvexni na M = f je konvexni na M.
> Tvrzeni 4: Funkce f(n)=mn! je logaritmicky konvexni na Nj.
> Tvrzeni 5: Existuje pravé jedna funkce F' : (—1,4+00) — (0, +00), pro kterou plati
F(0)=1 a F(x)==x-F(x—1) pro viechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1,+00).
» Poznamka: Funkce F' ve Tvrzeni 5 je konvexni na intervalu (-1, +00),

a tedy i spojitd funkce na intervalu (—1,+00).
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rozsitovani faktorialu
Postup rozsifovani n-faktorialu

> Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na mnoZin& M.

> Tvrzeni 1: funkce f je konvexni na intervalu (a,b) = funkce f je spojitd na (a,b).

> Tvrzeni 2 (Youngova nerovnost)
> Tvrzeni 3: funkce f je logaritmicky konvexni na M = f je konvexni na M.
> Tvrzeni 4: Funkce f(n)=mn! je logaritmicky konvexni na Nj.
> Tvrzeni 5: Existuje pravé jedna funkce F' : (—1,4+00) — (0, +00), pro kterou plati
F(0)=1 a F(x)==x-F(x—1) pro viechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1,+00).
» Poznamka: Funkce F' ve Tvrzeni 5 je konvexni na intervalu (-1, +00),

a tedy i spojitd funkce na intervalu (—1,+00).
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roz&ifovani faktorialu

Youngova nerovnost
Tvrzeni 2: Pro kazdé a,b >0 plati a®-b° <a-a+ b, kdea,B€(0,1)aa+p=1.
Dukaz:

William Henry Young (1863—1942)

> Youngova nerovnost je trividln& spInéna pro

a =0 nebo b=0neboa=0nebo =0

[en.wikipedia.org]
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rozsitovani faktorialu

Youngova nerovnost

Tvrzeni 2: Pro kazdé a,b >0 plati a®-b° <a-a+ b, kdea,B€(0,1)aa+p=1.
Diikaz:
. ) 1 y=2z
> predpokliddejme tedy, ¢ a,b >0 a «,8€(0,1) , =35
> ozna¢ A:=a* a B: =V [ : ﬁ—%
1
» potom Youngova nerovnost ma tvar :
[ 1
A-B<a-As +3.B¥ Bhcooooo___ R SR
L 1
1
> pro a = 5 méme 3 = % a Youngova nerovnost ma tvar 1-B? )
[ 1
2 2
A-B<: - A*+1-B :
2 2 :
2AB< A*+ B r L2
0< A* —2AB + A* :
0< (A—B)? z"';l‘ s T

05/04/2024
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rozsitovani faktorialu
Youngova nerovnost
Tvrzeni 2: Pro kazdé a,b >0 plati a®-b° <a-a+ b, kdea,B€(0,1)aa+p=1.
Dukaz:

v

predpoklddejme tedy, Ze a,b>0 a a,8€(0,1)
> oznat¢ A:=a* a B:=1°

=

I

Ol ol
Il

v

potom Youngova nerovnost ma tvar

A-B<a-As +3.B¥ Jo R TR - .

v
o
N
°

1
a je obsah plochy pod grafem funkce [ B-Bb

> g B je obsah plochy nad grafem funkce f a- A%
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rozsitovani faktorialu
Youngova nerovnost

Tvrzeni 2: Pro kazdé a,b >0 plati a®-b° <a-a+ b, kdea,B€(0,1)aa+p=1.

Diikaz:
) Yy ; y = f(z)
> predpokliddejme tedy, ¢ a,b >0 a «,8€(0,1) )
> ozna¢ A:=a* a B: =V 5 :
[ ) s
» potom Youngova nerovnost ma tvar [ ! a= 33 =045
ar ' =6 —05
L 1 [ ! 11 :
A-B<a-A=+p3-BF BE-meeee - Lo -
af .
[ 1
> o A= je obsah plochy pod grafem funkce [ B-B?# :
1-a B 2r :
f@) =25 =27 .
L :
1 L
» (3. BF je obsah plochy nad grafem funkce f [ a- A% :
1 IR r:\ N S ST S N S S S S N SO
1 2 A 3 4 5 T
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rozsitovani faktorialu
Youngova nerovnost
Tvrzeni 2: Pro kazdé a,b >0 plati a®-b° <a-a+ b, kdea,B€(0,1)aa+p=1.
Dukaz:

v

predpoklddejme tedy, Ze a,b>0 a a,8€(0,1)
> oznat¢ A:=a* a B:=1° 5

v

potom Youngova nerovnost ma tvar

A-B<a-As +3.B¥ Blhcooeoo oo ol

v
o
N
°

1
s je obsah plochy pod grafem funkce [ B-BB

I
1
I
I
1
I
I
I
I
1 L
» (3. BF je obsah plochy nad grafem funkce f : a- A% :
I
A

x
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rozsitovani faktorialu

Youngova nerovnost

Tvrzeni 2: Pro kazdé a,b> 0 plati a®- 0’ <a-a+8-0,

Dukaz:

> predpoklddejme tedy, 26 a,b>0 a «,B€(0,1)
» pomoci logaritmické funkce y =Inz dostaneme

ln(aa»bﬁ) <In(a-a+pB-b)

Ina® +lnb5<ln(o¢ a+ - )

a-lna+ - 1nb<1n(a a+ - )

a-lna+(1—a) - mb<In(a-a+(1—a)-b)
> dilepro a#b a ci=a-a+(1—a)-b tak mame

b—c
b—a

c—a
‘lna + -Inb<Inec
b—a

coz plati diky konkavité funkce y =Inx

kde o, € (0,1) a aa+ 5 =1.

i v=f(2)
[ 1
: a=2 =036
1 .
r | B= =064
————————— I—_—_—_——_—_—_
1
L 1
1 1
B 1
B-B# |
[ 1
1
1
1
[ 1
1
a-Aa
1
1 P 1 1 1 s
1 2,08 4 5 -
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roz8ifovani faktoridlu
Tvrzeni 3: funkce f je logaritmicky konvexni na M = f je konvexni na M
Diikaz:

> Ptedpokldddme, Ze funkce g(z) :=In f(z) je konvexni na M. Tedy pro libovolné z1,z2,x3 € M takové,

Ze 11 <xo <IT3 mame
T3 — T2 T2 —T1

g(x2) < — - g(@1) + ——— - g(xs)
r3 — 1 r3 — 1
= —3

» Chceme ukdzat, Ze f(z2) < a- f(z1)+ 8- f(x3):

f(x2) = eln f@2) _ q9(x2) < e 9(x1)+6-9(x3)
— o®9(@1)  Brolzs)

— ™ In f(z1) o In f(z3)

= (f@)™ (f(x3))” <a- fla1)+ B~ flxs)

05/04/2024
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rozsitovani faktorialu

Postup rozsifovani n-faktorialu

>

>

v

v

v

v

v

Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na mnoZiné M.

Tvrzeni 1:

Tvrzeni 2

Tvrzeni 3:

Tvrzeni 4:

Tvrzeni 5:

Poznamka:

funkce f je konvexni na intervalu (a,b) = funkce f je spojitd na (a,b).

(Youngova nerovnost)
funkce f je logaritmicky konvexni na M = f je konvexni na M.

Funkce f(n)=mn! je logaritmicky konvexni na Nj.

Existuje pravé jedna funkce F': (—1,4+00) — (0, +00), pro kterou plati

F0)=1 a F(z)=x-F(z—1) pro vechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1, +00).

Funkce F' ve Tvrzeni 5 je konvexni na intervalu (—1, +00),
a tedy i spojitd funkce na intervalu (-1, +00).
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rozsitovani faktorialu

Postup rozsifovani n-faktorialu

>

>

v

v

v

v

v

Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na mnoZiné M.

Tvrzeni 1:

Tvrzeni 2

Tvrzeni 3:

Tvrzeni 4:

Tvrzeni 5:

Poznamka:

funkce f je konvexni na intervalu (a,b) = funkce f je spojitd na (a,b).

(Youngova nerovnost)
funkce f je logaritmicky konvexni na M = f je konvexni na M.

Funkce f(n) =n! je logaritmicky konvexni na Nj.

Existuje pravé jedna funkce F': (—1,4+00) — (0, +00), pro kterou plati

F0)=1 a F(z)=x-F(z—1) pro vechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1, +00).

Funkce F' ve Tvrzeni 5 je konvexni na intervalu (—1, +00),
a tedy i spojitd funkce na intervalu (-1, +00).
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roz8ifovani faktoridlu
Tvrzeni 4:  Funkce f(n) =n! je logaritmicky konvexni na Nj.

Duakaz: Ukizeme, %e funkce g(n) :=In(n!), n € No, je konvexni. Pro libovolné i,j,k € No, kde i< j <k,
chceme ukazat . .
)< T g+ T g
9() < =9 e

4! ! i
0<i-lmn—=+4+j-In—+k- -In—
k! il
7! 1! k!
—1 lnﬂfk lnﬁ<] lnﬁ
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roz8ifovani faktoridlu
Tvrzeni 4:  Funkce f(n) =n! je logaritmicky konvexni na Nj.

Duakaz: Ukizeme, %e funkce g(n) :=In(n!), n € No, je konvexni. Pro libovolné i,j,k € No, kde i< j <k,

chceme ukazat
k! !
n () o (5) =m (5
j!

() (2) ) <m(8)
[ORONON
<<j+1>~--k>“(z+1 NG+ k)

G+D k) (D)) < (@+1)-5) - (G+1) k)
((i+1)- )'”S(y+1 )
(j — 1) initeld (k — j) &initela
(((+1)-5)"7 </ ">" < (G +1)" /)”*’g((j+1)---k)j’i
TG
Jj<j+1 [ |
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rozsitovani faktorialu
Postup rozsifovani n-faktorialu

> Definice konvexity a logaritmické konvexity funkce f na mnoZin& M.

> Tvrzeni 1: funkce f je konvexni na intervalu (a,b) = funkce f je spojitd na (a,b).

> Tvrzeni 2 (Youngova nerovnost)
> Tvrzeni 3: funkce f je logaritmicky konvexni na M = f je konvexni na M.
> Tvrzeni 4: Funkce f(n)=mn! je logaritmicky konvexni na Nj.
> Tvrzeni 5: Existuje pravé jedna funkce F : (—1,+00) — (0,400), pro kterou plati
F0)=1 a F(x)=x F(x—1) pro viechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1, +00).
» Poznamka: Funkce F' ve Tvrzeni 5 je konvexni na intervalu (—1, +00),

a tedy i spojitd funkce na intervalu (—1,+00).
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rozsitovani faktorialu

Tvrzeni 5:  Existuje pravé jedna funkce F : (—1,400) — (0, +00), pro kterou platf

G
F0)=1 a F(z)=x-F(x—1) pro viechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1, +00).
Dikaz:
> oznatme G(z):=InF(x) a mame
> G0)=0 a Gx)=lnz+Gx—-1)proxz>0
> G je konvexni na (—1,+00) z
n—1 n nt+zx n+l

> sta&i ukdzat jednozna¥nost G na intervalu (0, 1)

G(n) —G(n—1) < G(n+z)—G(n) < G(n+1) —G(n)
1 - x - 1
S —_—

=Inn In(n +1)

> zvolme z € (0,1), potom pro kazdé n € N mdme

> dale upravme G(z+n) =In(z+n)+ Gz +n—1)

=ln(z+n)+In(z+n—-1)+Gxz+n-—2)

=ln(z+n)+n(z+n—-1)+n(z+n—-2)+---+In(z+1) + G(z)
=ln((z+n)-(z+n—-1)-(z+n—-2)---(x+1)) + G(z)

> atedy G(n)=In(n-(n—1)-(n—2)---1)+ G(0) =Inn!

> celkem mame Inn < G(z) +In (“I‘JFN)I:“("I.JF”Ji]””! < In(n+1)
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Tvrzeni 5:  Existuje pravé jedna funkce F : (—1,400) — (0, +00), pro kterou platf
G
F0)=1 a F(z)=x-F(x—1) pro viechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1, +00).
Dikaz:
> oznatme G(z):=InF(x) a mame
> G0)=0 a Gx)=lnz+Gx—-1)proxz>0
> G je konvexni na (—1,+00) z
> p ( n—1 n n+zr n+l
zatim mame Gx)+In((z+n)---(z+1)) —Inn! ) .
Inn < < In(n+1)
X
zlnn < G@)+In((z+n)---(z+1) —Inn! < zln(n+1)
0 < G(z)—l—lnw—zlnn < zln(n+1)—zlnn
n!
!
0 < G(ac)—ln#—lnn” < zlnn—"—1
(x+n) - (x+1) n
n!l-n®
0 < G(@)—In————————— In(1+1) ———o0
= () "atrn) () < eln(l+yg) n—+oo
> a tedy \ \
= e ey O e e .
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rozsitovani faktorialu

Tvrzeni 5:  Existuje pravé jedna funkce F' : (—1,+00) — (0, +00), pro kterou plati
F0)=1 a F(z)=x-F(xz—1) pro viechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1, +00).

Poznamky: .
k
> 7z dikazu Tvrzeni 5 mame » F(0.5)= lim n%.J]
1. pZ n—-+4oo P} 0.5+ k
n!- =
Flz)= lim —————
(z) n—+oo (x+mn) -+ (z+1) — lim - 1 ) 2 n
1 ~~(n—1)-n n—+00 054+1 05+2 0.5+n
= lim n®-
noteo (x4 1) (@ +n—1)-(z+n) = VT - 8862269255
. = 1 n—1 n 2
= lim n®- .
n—+4-o0 z+1 z+n—-1 z+n

" X > pro n = 1000000 mame
= lim »n"- | I
n—-+4oo P} z+k

% = 0.8862265931

> proz > —1 plat|

n
k
_ > 5) = i 45
/ et dt F@5)= lim n g 5tk
_ 945
/ —Ins)® ds=TI(z+1) 3\F75234277778
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rozsifovani faktoridlu

Tvrzeni 5:  Existuje pravé jedna funkce F : (—1,400) — (0, +00), pro kterou platf
F(0)=1 a F(z)=x-F(x—1) pro viechna z > 0,
F je logaritmicky konvexni na (—1,400).

Poznamky:

» z ditkazu Tvrzeni 5 mdme
n!- = =
P =t Dékuji za pozornost!
https://home.zcu.cz/~pnecesal/2_718281828459045235360287

= lim »n”

n—-+oo (a; + 1) A

1 pnecesal@kma.zcu.cz

= lim n% —— .-

n—+o00 x+1

ok
nboo ! 1:[ Ttk n® - T = 0.8862265931
k=1 iy 05+ K
» pro x > —1 plati N n i
oo . 4.5
_ > =
F(il?) — /O tT . e t dt F(4.5) nlyfoon P 151k

= 52.34277778

= /1 (—Ins)* ds=T(z+1) 945\/_
0 32
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